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SEPARABILITE V A G U E  D A N S  L'ESPACE 
DES MESURES SUR UN COMPACT 

PAR 

MICHEL TALAGRAND 

ABSTRACH" 

Using the continuum hypothesis we construct a compact space K such that the 
space M(K) of measures on K is vaguely separable, i.e., that Ca(K) is injected 
into l ®, but that Ca(K) is not isomorphic to a subspace of l ®. It is shown that if 
Ca(K) is isomorphic to a subspace of I~(F), Ca(K) is positively isometric to a 
subspace of /®(F). Nevertheless, under the continuum hypothesis one can 
construct a compact space L such that the space M~(L) of probabilities on L is 
vaguely separable, but L cannot be the support of a measure ~ with LI(p.) 
separable in the norm. 

I. Introduct ion 

Soit K un espace compact .  On  pose M(K) = (¢ (K) ' .  On  d6signe par  M÷(K) le 

c6ne positif de C~(K) et par  M~(K) l ' ensemble  des probabil i t6s sur K. On  muni 

M(K) et ses sous-ensembles  de la topologie  vague o'(M(K), C¢(K)). 
Consid6rons  les propri6t6s suivantes, qui ont  rappor t  h la s6parabilit6 de 

M(K), ou des formes  6quivalentes.  

(P0) K est s6parable. 

(P,) 

L ' ( p . )  

(PD 

(PD 

(P~) 

(P,) 

(P~) 

(Ps) 

vague 

(P;) 

II existe une  mesure  /z sur K, dont  le support  est K, et qui est telle que  

est s6parable. 

M ~ ( K )  est vaguement  s6parable. 

I1 existe une isom&rie  positive de ~ ( K )  sur un sous-espace de 12 

M+(K) est vaguement  s6parable. 

I1 existe une injection (lin6aire) positive de ~ ( K )  dans 12 

La  boule  unit6 de M(K) est vaguement  s6parable.  

qg(K) est isom6tr ique fi un sous-espace de l ®. 

I1 existe une  part ie  d6nombrab le  born6e  de M(K), dont  l ' adh6rence  

cont ient  une boule.  

~ ( K )  est i somorphe  ~ u n  sous-espace de l ®. 
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(P6) M ( K )  est vaguement s6parable. 

(P~) I1 existe une injection (lin6aire continue) de C¢(K) dans IL 

I1 est facile de voir que l'on a 

(Po) f f  (P,) f f  (P~) ~ (P~) ¢~ (v3) ~ (P;) ~ (P.) ~ (P~) ~ (P~) ~ (P;) f f  (P.) 
(P~). 

I1 est 6galement facile de voir que (P~) :~ (P0), comme le montre l'exemple du 

spectre de L =([0, 1]). Dans ce travail on va tout d 'abord montrer que (P~) ::> (P,), 

et plus pr&is6ment que si un ~ ( K )  est isomorphe h un sous-espace de I=(F) (06 

F est un ensemble infini), alors il est positivement isom6trique hun  sous-espace 

de I=(F). On montrera ensuite sous l'hypoth6se du continu, que (P6) f f  (Ps). En 

un sens, l 'exemple construit est plus fort qu'un exemple dfi h W. Johnson et J. 

Lindenstrauss [3] d'un espace de Banach qui s'injecte dans l = sans en &re 

isomorphe 5 un sous-espace. I1 resoud par la n6gative un probl6me de Y. 

Benyamini [1]. On montrera enfin, toujours avec l 'hypoth&e du continu, que 

(P2) f f  (P~), ce qui montre qu'une pathologie en th6orie des C*-alg~bres [5] se 

produit d6j~ darts ie cas commutatif. 

L 'auteur remercie I. Namioka et J. Wright d'avoir attir6 son int6r& sur ces 

questions. 

II. qg(K) isomorphes ~ un sous-espace d'un I~(F) 

II.1. THEOP.ES,m. Si qg ( K ) est isomorphe fi un sous espace de I~(F) alors ~ ( K ) 
est positivement isom~trique ?l un sous-espace de l~(F). 

PREUVE. On peut supposer F infini, car sinon C~(K) = 17 pour un certain n. 

Soit T u n  op6rateur de ~ ( K )  dans I~(F) et k > 0  tel que pour f ~  CO(K) on ait 

k Jlfll--< II T(f)ll <= IIfll. 
Pour y ~ F, d6signons par e~ la forme lin6aire coordonn6e correspondante sur 

/°(r), et posons h ,= 'T (e~ ) .  On a alors IIh~ll_-<l et pour f E ~ ( K )  on a 

k Ilfll_- < sup~ J h~(f)l .  
Remarquons que toute famille d'ouverts deux h deux disjoints de K a un 

cardinal <= card. F. En effet, chaque ouvert de la famille est charg6 par l 'une des 

I h~ I, mais ctraque ] h, I ne charge qu'un nombre au plus d6nombrable d'ouverts. 

Pour tout ouvert U de K, U ~  O posons 

a(U)  = Sup{I h ~/(U); y ~ F}. 

On a a(U)>= k. Posons 

b(U)  = Inf{a(V);  V ouvert C U, V J  ~75}. 
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On a aussi b (U)  >-_ k. Fixons un entier  n -_> 2k. Soit ,~, la famille des ouver ts  U 

de K tels que  a ( U )  <- b ( U ) +  n -~. Mont rons  que la r6union des ouver ts  de o~, 

est dense. Soit W un ouver t  de K. Soit U C W tel que  a ( U )  <-_ b ( W )  + n -1. Alors  

a ( U )  <- b ( U ) +  n -~, donc  U E o~.. II s 'ensuit  que  si l 'on consid6re une  famille ~d. 

maximale d 'ouver t s  de ~ ,  deux 5 deux disjoints, la r6union de cg, est dense, et 

~d, est de cardinal _-< card. F. 

Soit W un ouver t  de K. Il existe U ~ ,  avec W N U ~ O .  On a donc  

a ( W n  U)>= b(U).  Il existe donc  7 E F  tel que  

h~(W n U)>- b ( U ) -  n -L >= a ( U ) -  2n -1_-> I h ~ l ( U ) - 2 n  -~ 

d ' oh  puisque I h, I(V)>- h ~ ( W O  V)  > b ( V ) -  n ~ >- k - n -~>- k/2 

] h r ] ( W O U )  
Ih,  ] (U  ) --> 1 -  4(kn)  -1- 

A u t r e m e n t  dit, il existe 3' E F  et U E  ~.  tels que  si ~ = Ih, lw/Ih, l (U ) on ait 
t t (W)_ -  > 1 -  4(kn)  -1. 

Ainsi compte  tenu que chaque  ~ a un cardinal _-_ card. F, on voit qu'i l  existe 

une famille ( / z t )~a  de probabili t6s sur K, avec card.A = card.F et tel que  pour  

tout  ouver t  U de K et tout  e > 0 il existe 6 E A avec/ . t~(U) _-> 1 - e. Il est alors 

clair que l 'applicat ion f---~ ( / z ~ ( f ) ) ~  est une isom6trie positive de C~(K) sur un 

sous-espace de I~(A), of  1 card.A = card.F. C .Q.F .D.  

III. Le premier exemple 

Soit K un espace compact  et /z une mesure  sur K. On  dira qu ' un  compac t  

L C K supporte ix si pour  tout  ouver t  U de K on a U n L J • f f  /x ( U  n L )  > 0. 

III.1.  LEMME. Soit K un compact mdtrisable et I~ une probabilit~ sur K. Soit f 

une application de K darts un compact L e t  e un rgel > O. Supposons la mesure 

f ( # )  diffuse. Alors il existe un compact M C K tel que tz (M)>= 1 -  e, que M 

supporte Ix, et que pour tout N compact CM, N J  M, on ait f ( N ) ~  f (M) .  

PREUVE. Soit V, une base d 'ouver t s  de K telle que  pour  tout  ouver t  U de K 

et tout  x ~ U il existe n avec x E V, C V. C U. Par  induct ion on peut  construire 

pour  n => 1 des compacts  M.  de K et des ouver ts  U, de L satisfaisant les 

condit ions suivantes pour  tout  n:  

(a) M.+~ est le support  de la restriction de /x ~ (M. n v . ) u  (M.I f - I (U. ) ) .  
(b) ~.~q-l(Un))~ e2-".  

(c) Si M,  O V . J O ,  on a # ( M ,  A F I ( U , ) N  V . ) > O .  

(d) Si k < n  on a 
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~(f- '(u.) n M~ n/-~(u~)n Vk)_-< 2-"/z(Mk n/-~(U~) n v~). 

La construction est imm6diate. Par induction on voit que /.~(M,)= > 

l - e ( 1 - 2  - " ) e t  q u e p o u r  tous k ,n  on a 

tz(M. nf-'(u~)n v~)>= (~-+ 2-')/~(Mk n/ - ' (u~)n V~). 

Posons M = n.M.. Ainsi /x(M)_-__ 1 - e .  De plus, si un ouvert U recontre M, 

soit k-tel que Vk n M ~  O et Vk C U. On a f (M\  U) C f(Mk \ Vk) C L \ Uk. D'autre 

part 

~(M nf-'(u~)n Vk)>=½tz(Mk nf-~(u~)n V~)>O 

done f (M n VE) n Uk J 0.  C.Q.F.D. 

111.2. LA CONSTRUCTION. Si la construction qui va suivre 6tait effectu6e en 

satisfaisant seulement aux conditions (1), (2), (3), (4-i), (4-ii), (6), le compact 

construit serait essentiellement le m6me que l 'exemple de R. Haydon [2]. Nous 

ne saurions done trop recommander  au lecteur de se familiariser avec cet 

exemple avant d 'aborder  notre construction. I1 est facile de voir que (P-6) 

equivaut au fait qu'il existe une mesure/~ sur K, un compact metrisable K~, et 

une surjection F,, de K sur K~ telle pour  route f E ~ ( K )  on ait 

d 
~ o  p.(f~)~ 0, o~ ~ .  -- p~(~). 

L'idee naturelle est done de commencer  la construction avec un compact K• 

simple, et d'essayer de conserver la condition pr6c6dente. C'est le role des 

conditions (4-iii) et (5), qui malheureusement ne parlent guere ~ l'intuition. Elles 

permettrons de montrer  que si f E  qg(K) est telle que 

ddo, p ,  i f)  = 0, 

f est nulle "de  proche en proche".  

D6signons par 1~ le premier ordinal non d6nombrable. On va assumer 

l 'hypoth~se du continu, c'est h dire que l l  h la puissance du continu. 

Posons A = {0, 1}0 et pour tout a -<1)  d~signons par A~ l 'ensemble des 

616ments de A dont les coordonn6es de r a n g -  a sont nulles. C'est un compact 

m6trisable. D6signons par p~ la projection canonique de A sur A~, ainsi que sa 

restriction h tout sous-ensemble de A. 

Par induction sur a, on va construire pour to _-< a _-< lq des compacts K~ C A~, 

supportant des mesures /z~, tels que si pour tout a (G~),<a d6signe une 
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6num6ra t ion  des Bor61iens Ix~-n6gligeables de K~, of  1 G ° est dense,  les 

condi t ions  suivantes  soient  v6rifi6es: 

(1) Ko = A~, et IXo est la mesu re  naturel le  de Ao (qui est i s o m o r p h e  ~ {0, 1}N). 

(2) P o u r / 3  < a, Ko = po(K~), Ko CK,, IX, = p~(ix~). 
(3) Si a est limite, K~ = U ~ < ~  Ko, et Ix~ est la l imite vague  des IXo, pour /3  < c~ 

(dont  il est ais6 de voir  l 'existence).  

(4) Si a n ' es t  pas  limite, on peu t  6crire a = /3  + 1 et aussi ct = 3' + n of  a 3" est 

limite. Si L ,  = K~ \K~, l ' ensemble  B = po ( L , )  satisfait  aux condi t ions  suivantes:  

(4-i) Pour  8 <=/3, p s (B)O U ~ < , G ~ = O  (et ainsi ps(Lo) est d ' in t6r ieur  vide 

dans  Ks).  

(4-ii) IX~(B)-> 1 -  n -I et B suppor t e  IX,. 

(4-iii) Pou r  C compac t ,  C C B ,  on a p~(C)Jp~,(B).  

(5) Pou r  tout  ordinal  3', soit v~ l ' image  par  p,~ de la restr ict ion de IX~ 

L~ = K~+I\Kv. On a u~ --- IX,~. Soit jf~ = dv~/dix~. Pour  chaque  y, on peu t  fixer une  

suite H.~ de compac t s  de po,(L~), dont  chacun suppor t e  IX~, tels que  la r6union des 

(H~) ,  soit dense  dans  p~(L,), et que [~ => n -1 sur H~, de sor te  que pou r /3  > 3' et 

n E N, p,~(L~) soit d ' in t6r ieur  vide dans  H~. 

(6) Si ot = / 3 + 1 ,  on a IX~ = A ~ + h . z + A 3 ,  of  1 A~ est la restr ict ion de /z~ ~t 

Ko\po(Lo), A2 est la moi t i6  de  la restr ict ion de IX, ~ p~(L~) et A3 est l ' image  de A2 

par  la bi ject ion p ~  de p~(Lo) sur L,.  

Pour  ef fec tuer  cet te  construct ion,  seule est ~ v6rifier la possibilit6 de choisir  B 

de sor te  que  (4) et (5) soit v6rifi6es. Mais  il existe D C K,,  sat isfaisant  (4-i) tel que  

IXo(D) => 1 - n-2 et que p~(D) soit ra re  dans  chaque  H ~  p o u r  3' < / 3  et n E N. Le  

l e m m e  fourni t  alors B C D satisfaisant  de plus (4-ii) et (4-iii), ce qui suftit, 

c o m p t e  tenu du fait que p o u r  3' --</3, P~ = P, opo. 

La  const ruct ion est termin6e.  On va poser  K = Ka, IX = IXa. Les  faits suivants  

se ront  utites. 

111.3. PROPOSmON. (a) Pour a < f~, on a Ix (K~) = O. 

(b) Pour tout ensemble de Baire de mesure nulle E de K, il existe a < 1) tel que 
ECK~. 

PREUVE. (a) Pour  y < f l  on a p~ ( Ix )=  Ix~ et ainsi Ix(K~)<-_Ix~(K~). D ' a u t r e  

part ,  la suite (Ix,(K~))~ est d6croissante,  c o m m e  on le voit  sans peine.  I1 existe 

donc  yo et l -> 0 tels que Ix~(K~) = l pou r  3, => 3,0. Supposons  l > 0. On peu t  

suppose r  3'0 limite. Soit 8 = 3"0 + n of~ n - ~ < / .  Alors  pa r  cons t ruc t ion  Ks+l = 

K s U L s  ofa Ixs (ps (Ls) )_- - -1-n  -~. Ainsi  ps (Ls )OK~J f~ ,  ce qui m o n t r e  par  

const ruct ion que Ixs+~(K~) < Ixs (K~), ce qui est contradic toi re .  Ainsi  Ix (K~) = 0. 

(b) I1 existe 8 < f l  tel que  ps(E) soit un bor61ien de mesu re  nulle de Ks. Ainsi  il 
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existe a tel que p 6 ( E ) =  G L  I1 r6sulte alors de la condition (4-iii) que 

E Cp~(G~)CK~. C.Q.F.D. 

III.4. M(K) est vaguement s~parable 
Soit g, une partie normiquement  dense de (~ (K,o). On va montrer  que la suite 

des mesures g., = g, op,~dg est vaguement  dense dans M(K). II est clair qu'il  

suffit de prouver  que pour  t o u t e f  E (d(K), on a f = 0 d~s que /z ,  (f) = 0 pour  tout 

n. Supposons donc cette derni6re condition r6alis6e. On a alors 

f f ( t )ogop,( t )dtz( t )=O pour  toute fonction bor61ienne born6e g sur K,o. 

Supposons f J  0, et soit a l e  plus petit ordinal tel que f ne soit pas identiquement 

nulle sur K~. I! est impossible que a soit limite, car alors f e s t  nulle sur la r6union 

des K s pour/3 < a, qui est dense dans K~. On a donc a =/3  + 1. Il existe donc un 

ouvert  V de K rencontrant  K~ tel que l 'on ait, pour  fixer les id6es, f(t) > e > 0 
pour  t E  V. On peut  supposer  que V =  V~× V2, o6 V~ ne d6pend que des 

coordonn6es de rang < a  et Vz est l 'ensemble des points de K dont les 

coordonn6es de rang y E J sont nulles, off J e s t  une partie finite de [a, 1"~[. Pour 

y >= a, p,(L,) est d ' int6rieur vide dans Ks d 'apr~s (4-i). Il existe donc un ouvert  

non vide W de K~ tel que p ~ ( L ~ ) A W = O  pour T E J ,  et donc tel que 

p-~(W) C V. Puisque W C V~, et que jr > 0 sur V, on a W CL~ = K~\K~. D'apr6s  

la condition (4-iii) on a po,(Lg\ W) ~ p~o(L~). I1 existe donc un ensemble T, ouvert 

darts p~(L~), tel que p2~(T) n Le c W. Soit n tel que H~ n T ~  0 .  Par hypoth~se, 

f e s t  nulle sur Ks. Il existe donc un voisinage V'  de Ks sur lequel Ifl  < e/4n. Il 

existe une partie finie I C [/3, f~[ telle que V'  contienne l 'ensemble des 616merits 

de K dont les composantes  de rang 3' sont nulles, pour  y ~ I. Posons I' = 1\{/3}. 
D'apr6s  la condition (5) l 'ensemble p ~ ( B ) \ U ~ r  po,(K~+~\K~) rencontre H~ en 

un ouvert dense. Il existe donc un ensemble T '  C T, ouvert dans H~ et tel que 

T' n p~(K~+~\K~) = ~ pour  y E I ' .  Soit t ~ K tel que p~(t) E T'. Pour  y E I '  on 

ne peut avoir p**~(t)EK~+~\K, car on aurait po,(t)Ep~(K~+~\K~). Ainsi la 

composante  de rang y de t est nulle. Si la composante  de rang/3 de t e s t  nulle on 

a t ~  V'  Sinon p~( t )E  L~, et puisque p,(p~(t))~ T, on a p~(t)E W e t  ainsi 

t E V .  
Soit g = Xr ' -Evaluons  f g(t)f(t)dlz(t). Posons 

E~={tEK;p~( t )ET ' ,p~( t )ELa} ,  E2={ t~K;p~( t )ET ' ,p~( t )EK~} .  

On vient de montrer  que E~ C V et E2 C V'. On a donc 

f g(t)f(t)dl~(t)= ]:dl~ + fdg >= etx(E~)--~n tx ( ~). 
1 2 

Or tt (E~)<_- g ~ ( T ' )  car E~C p-~(T'). D'au t re  part  
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1 
tx (E,) = I~,(L~ fq p-~'(T')) = ~Ix~(p~(L~) ¢q p: '  (T')) = ~ v~ (T') >= ~n Ix . (T ) 

car T ' C H ~  et dv~/dix~ >= 1/n sur H i. Ainsi, puisque /zo , (T ' )>0  on a 

f E p E r g(t)f(t)dix (t) >- ~ Ix~(T ) - -~n t ~ ( T  ) > 0 

ce qui est contradictoire. 

Ili.5. Preuve que C~(K) ne s'injecte pas dans l ~ 
Dans le th6or6me I1.2, il suffit de montrer  que la boule unit6 B de M ( K )  n'est  

pas vaguement  s6parable. Toute  mesure A sur K s'~crit A = A, + )t2 O1~1 AI-.[- IX et 

A2 "~ Ix. Soit (A ") une suite de B. I1 suffit d 'exhiber  une fonction continue jr sur K, 

de norme 1, et telle que 1A"([)I =< 1/2 pour  tout n. D 'apr6s  1II.3, il existe a < 

et des fonctions bor61iennes h. sur K,~ telles que A" = v" + h. o p,,dix, off chaque 

v" est port6e par K,~. Si jr est la fonction caract&istique p~,l+l(L~), on  a pour  

tout n 

i y f d A " =  f ( t )h ,  op~(t)dlz(t)= h. op.(t)dix(t)=-~ a ( L a )  

a 

et puisque ]IA"]I= < 1 on a f l h .  ldix~ =< l, d'of~ IffdA"l<= 1/2, ce qui suffit. 

III.6. COROLLAIRE. Le c6ne positif M+(K) n'est pas vaguement sdparable. 

PREUVE. C'est  un exercice facile de voir que la s~parabilit6 vague de M+(K) 
implique celle de l 'espace des probabilit~s, et donc de la boule unit6 de M(K) .  

III.7. PROBLI~ME. L 'au teur  a construit [3] un espace de Banach E dont le 

dual est pr6faiblement ( =  cr(E',  E) )  s6parable mais tel qu'il existe une forme 

lin6aire dont la restriction h toute partie born6e pr6faiblement s6parable soit 

pr6faiblement continue, sans que cette forme lin6aire ne soit pr6faiblement 

continue (cette condition est naturel lement plus forte que le fait que la boule 

unit6 de E '  ne soit pas pr~faiblement s6parable). Peut-on prendre E de la forme 

~ ( K ) ?  

IV. Le second exemple 

L'id6e est simple. Le compact  K doit porter  une suite (IX.) de probabilit6s, 

teUes que pour  tout e > 0 et tout ouvert  V de K il existe n avec I~.(V) _-> 1 - e. I1 

est donc naturel de consid6rer une suite de compacts S. portant  des probabilit6s 

/z., et d 'essayer  de la plonger convenablement  dans un compact  K. On va 

naturel lement choisir S. de sorte que si S. porte  u, et L, (u)  est s6parable en 
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norme, le support  de v soit rare dans $,, et on choisira le plongement  de sorte 

que si A .  C S. est rare, U A.  soit rare dans K. On va aussi construire K de sorte 

qu 'aucun K~ de K \ U A .  ne soit dense dans K. Ces conditions assurent que K 

n'est  pas le support  d 'une mesure  3. telle que L1(3.) soit s6parable. 

IV.1. NOTATIONS. D6signons par v la mesure canonique sur {0, 1} R et par S 

le spectre de L~(v). D6signons par /x  la mesure induite par v sur S. Alors il est 

clair que si L 1(3,) est s6parable en norme on a A £/z.  D 'au t re  part, il est classique 

que tout ensemble n6gligeable de S est d 'adh6rence n6gligeable, donc contenu 

dans un ferm6 n6gligeable de Baire, et S contient card.R = card.f~ ferm6s de 

Baire. Il existe donc une suite transfinie croissante (H~)~<n de ferm6s 

n6gligeables de S, telle que tout ensemble n6gligeable de S est contenu dans un 

des H,.  

D6signons par T la somme topologique discrbte de copies Sn de S, et par /x ,  la 

copie de /x  sur S.. Soit (W~)~<n une famille d 'ensembles,  telle que chacun d 'eux 

soit un ouvert-ferm6 (o-f) de l 'un des Sn, et que chaque o-f de chaque S. 

appart ienne ~ cette famille. Pour  tout a et tout n, soit H i  la copie de H ,  dans S.. 

IV.2. Construction 

On va construire une famille croissante (M~)~<n convenable d'alg~bres 

d6nombrables  d 'o-f  de T. Chaque M~ est l 'algbbre des o-f d 'un compact  

totalement  discontinu K~ (tout 616ment de M~ sera regard6 selon le cas comme 

un o-f de T ou o-f de K~). Pour a _-__/3 il existe une application naturelle ~p~,~ de 

K~ sur K~, et pour  chaque a une application naturelle ~b~ de T dans K~. On 

d6signe par (L~)v<n une 6num6ration des compacts de K~ disjoints de ~bo(T). 

(On ne suppose pas L~ non vide, ni L~#L~ '"  pour  3 '#  3".) On va effectuer la 

construction de sorte que les propri6t6s suivantes soient v6rifi6es: 

(a) Vcr, VUE M~,V~ >0, Vp EN, =In =>p; /~.(U n S,)_- > I -  e. 
(b) Pour tout a > 1, il existe un o-f W de K.,+, v6rifiant les deux propri6t6s 

suivantes: 

(i) On a w n  S. = W~, ou ~- est tel que W~ soit un ouvert de S.. 

( i i )  ~0 . . . .  l ( w )  n -1 ~ = ~0~.~(L,) O pour  tout /3, 3' -< a. 

(iii) W~ n S, n H~ = ~ pour  tout n. 

Pour effectuer cette construction on pose M0 = {0, T}. Lorsque a est limite, 

on pose M~ = U~<~M~. Reste  donc ~ d6crire comment  construire M,+l lorsque 

M~ est donn6. Les ensembles ~ , ~ ( L ~ )  sont disjoints de @~(T), pour/3, 3' < a, I1 

existe donc une suite croissante (M,.) de compacts de K~, disjoints de ~ ( T )  et 

telle que tout @~,L(L~) soit contenu dans un M,,. Pour  chaque m, existe une suite 

croissante Ap, r, E M,~, telle que $1 CAp,,, pour  l - < p e t  Ap,~ n M~ = f~. 
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On peu t  6num6re r  ~'~ = (B~). On va construi re  par  induction sur k une suite 

croissante  (pk) et une suite double  (l~.k)~zk de sorte  que les propr i6t6s  suivantes  

soient  v6rifi6es: 

(i) Si pou r  j =< k on a Ek-Lj = Bs fq Ap~,I A A te ,2  I"1 • • • f") A p k _ . , k _ l  ~ ~,  alors 

Ek,j = E~-1,j N Ap~,k ~ Q. 

( i i )  Si  k < k '  o u  i < i ' ,  o n  a l~,, < lk,~, ; o n  a lk,~ < p~, si k < k ', et on a p~ = z ou 

~- est tel que W,~ C S,. 

(iii) Pour  j <= k, si Ek.j t Q,  on a /z,~.~, (Ek,j tq S,~.~,) => 1 - 2 -k. 

(iv) Pour  j =< k si B~ ~ ~ on a Ix,~.~ , (Bj N S,~.~, .) >= 1 - 2 -~. 

Cet te  const ruct ion ne pr6sente  pas de difficult6. Puisque pou r  tout  k on a 

T = UIAt~ ,  il suffit de p rend re  p~ assez grand,  puis ~ chaque  & a p e  p~ assez 

grand;  on construi t  h chaque  6 tape  les l~,~ par  induct ion sur i de sor te  que les 

condi t ions  (ii) a (iv) soient  v6rifi6es, ce qui est possible  c o m p t e  tenu de ce que E~.i 

et B/ appa r t i ennen t  h ~ et de la condit ion (a). 

Soit ma in t enan t  pou r  tout  k et tout  j -< k un sous -ensemble  P~,/de E~,~ fq S~:~ 

tel que P~.~ f"l H~.~,= ~ et que /z~.~, (P~.~)_- > 1 - 2  ~+~ si E ~ , ~  ~ .  

Posons  

w=wou U PJ,~. 
k EN, j  ~ k  

C'es t  un o-f de T. Soit ~ ÷ 1  l 'a lgbbre  engendr6e  par  d~  et W. 

On  va m o n t r e r  qu 'e l le  satisfait  aux condi t ions  requises.  R e m a r q u o n s  d ' a b o r d  

que pou r  tout  n, on a W C Av~,,. En effet on a Wa C ST C Ap°,, car ~- _-< p., et pou r  

k < n on a Pj, k CAp.,,  car  p,, >-_ lk,2i, donc Pk,i C St~.2j CAp..,, et pour  k => n, on a 

P~,k CEj, k C A p  .... On a donc  ~p . . . .  1(W) fq M,, = Q pour  tout  m. D ' a u t r e  part  on a 

W A S. ¢q H ~  = Q pour  tout  a.  Ainsi la condit ion (b) est v6rifi6e. P rouvons  la 

condi t ion (a). Tou t  616ment de ~ + 1  est de la fo rme  B~ fq W ou Bj N W c. S'il est 

de la fo rme  B s A W, et si Ei, j est vide, alors Bj fq W e s t  vide car W C Oj~jA~,,,t. Si 

Ej,j n 'es t  pas vide, d ' ap r6s  (i), Ek,i n 'es t  pas vide pou r  k =>j. On a alors 

Pk,j C W ¢q B i et/z~.~j (Pk,j) => 1 - 2 -k+l. S'il est de la f o rme  Bj N W ~, 06 Bj est non 

vide on a 

Bj fq S,~.~,_, CBj  A W ~ avec k%,~j ,(Bj fq S,~.2,_,) => 1 - 2 -k 

ce qui suffit. La  const ruct ion est termin6e.  

Posons  ~ = I,..J~<,~o. Soit K le compac t  co r respondan t .  

D ' a p r 6 s  (b), (iii), chaque  S. s ' in jec te  na tu re l l emen t  dans  K. On appel le  encore  

S. son image  e t / z ,  la mesu re  co r respondan te .  D ' a p r 6 s  la condi t ion (a), pou r  tout  

ouver t - f e rm6  U de K et tout  e > 0  il existe n tel que / z . ( U ) - - - 1 - e .  On en 



180 M. T A L A G R A N D  Israel J. Math. 

d6duit sans peine par le th6or~me de Hahn-Banach  que l 'enveloppe convexe des 

/z, (donc l 'ensemble des combinaisons convexes de /Z,  h coetticiants rationnels) 

est vaguement  dense dans l 'ensemble des probabilit6s sur K. 

Soit ) t une  mesure sur K telle que L I(A) soit s6parable. On va montrer  que le 

support  de )t n 'est  pas K tout entier. On peut supposer  A > 0, on peut  6crire 

A = )to+ E.) t .  ou )to(Sn) = 0 Vn, et )t. est port6e par S.. Pour  tout n, Ll() t . )  &ant  

s@arable,  on a )t. l / z . .  Donc )t. est port6e par un ensemble de Baire 

n6gligeable portant  )t.. I1 existe donc a t  < ~ tel que H~, porte  )t. pour  tout n. 

D 'au t re  part,  )to est port6 par une r6union d6nombrables  de compact  G8 

disjoints des S~. II existe donc t~2 < f~ tels que si 0 d6signe l 'application naturelle 

de K sur K~2, 0()to) ne charge aucun ~(S.), et donc soit port6e par  la r6union 

des L~ 2 pour/3 ___< a~ < ~ .  Soit ~ = Sup(a1, a2, a3). I1 est clair que l 'o-f W de K~+~ 

de la condition (b) est tel que ) t , (W) = 0 pour  tout n e t  que )t0(W) = 0. On a 

ainsi ) t (W) = 0. C.Q.F.D. 
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